Über Pseudokonchoiden. 

Von 

t Prof. Dr. P. H. SCHOUTE. l ) 


I. KAPITEL. 

Kurve bei plötzlich sich ändernder Absorption. 

Die vorhergehende Abhandlung über die Theorie der 
Blattstellungen fordert die Kenntnis der Form einiger 
Kurven, von denen im nachfolgenden die mathematische 
Behandlung gegeben wird. 

1) Unter diesem Titel veröffentliche ich hier einige von meinem 
Vater für mich geschriebene kurze Abhandlungen. Mein Vater hatte 
mir versprochen, diese zu einem einheitlichen Ganzen zu vereinigen 
und sie als Appendix zu meiner Abhandlung über die Theorie der 
Blattstellungen in diesem Recueil zu veröffentlichen; er hat aber 
leider das Versprechen nicht mehr erfüllen können. 

Was hier als I. und III. Kapitel angeführt worden ist, lag nahezu 
in derselben Form (auf Holländisch) fertig vor; das II. Kapitel nur 
in der Form einer Notiz. Das IV. Kapitel endlich, dessen Bedürfnis 
sich erst nach dem Tode meines Vaters herausstellte, ist in liebens¬ 
würdiger Weise von meinem hiesigen Kollegen, Dr. K. W. R u t g e r s, 
einem Schüler meines Vaters, ergänzt worden; auch die Über¬ 
setzung ist von Herrn R u t g e r s besorgt worden. 

Wahrscheinlich würde mein Vater bei den von ihm verfassten 
Kapiteln hier und da noch einiges geändert oder ergänzt haben; 
ich habe es aber aus naheliegenden Gründen vorgezogen, die dem 
Inhalt nach fertigen Stücke möglichst unverändert zu veröffentlichen. 

Büssum, Juli 1913. J. C. SCHOUTE. 
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Wir stellen uns vor, dass der Blattstoff von 0 aus regel¬ 
mässig über den Teil des Kreises, der zwischen der 
Y-Achse und der Geraden PP' liegt, sich ausgedehnt hat 
und dass die davon pro qcm zurückbleibende Masse mit 
0'S proportional ist (siehe Fig. 1). Bei der Geraden PP' 
erfährt die Verteilung des Blattstoffes plötzlich eine Ände¬ 
rung, wodurch die pro qcm zurückbleibende Masse mit 
TU proportional wird. Die Absorption des Blattstoffes 
erfährt also bei der Geraden PP' eine plötzliche Zunahme. ] ) 
Es handelt sich nun 'darum, den geometrischen Ort des 
Punktes D so zu ermitteln, dass die Menge des Blattstoffes 

auf dem unendlich 
kleinen Sektor OD 
oder v der Menge 
auf dem Sektor u 
gleich ist. 

Diesem Problem 
kann man auch eine 
andere Form geben. 
Die gesuchte Kurve 
ist nämlich gleich¬ 
falls der geometri¬ 
sche Ort der Punkte D, die in dem durch PP' vom Kreis 
abgeschnittenen Segment liegen und wodurch der Teil CE 
des unendlich kleinen Sektors OE in einem bestimmten 
Verhältnis geteilt wird. 



1) Zur Erklärung dieses Absorptionsbegriffes sei auf die Ent¬ 
stehung der Frage hiegewiesen; die Verbreitungskreise des Blatt¬ 
stoffes erleiden Formänderungen durch die geänderte Absorption 
des Blattstoffes in dem Vegetationskegel. Wenn die beiden auf ein¬ 
ander folgenden Gewebezonen mit verschiedener Absorption unver¬ 
mittelt aneinander grenzen, so entstehen die hier betrachteten 
Pseudokonchoiden. 
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Nennen wir den Winkel A 0 C <p und den Radius Vek¬ 
tor $>, so kann man 

OD a — 0 C 2 _* 

OE 2 — 0 C 2 ~ 

d. h. die Bedingung des Problems, in der Form 

9* — a 2 sec 2 <p 

r 2 — a 2 sec* <p 

schreiben, worin a und r die Längen von OA und OE 
andeuten. 

Es ist empfehlenswert, durch cos 2 a zu ersetzen, 
wobei a einen gegebenen Winkel darstellt. Dann ist 
9* cos 2 <p — a 2 = (r 2 cos 2 <p — a 2 ) cos 2 a .... 1) 
die Gleichung der Kurve. Auf die in Fig. 1 angegebenen 
Achsen bezogen, wird sie 

x 2 (x 2 y 2 ) — ( a 2 sin 2 a -|- r 2 cos 2 a) x 2 4- a 2 sin 2 «. y 2 . .. 2). 

Sie hat die Koordinatenachsen als Symmetrieachsen, 0 
als Mittelpunkt und isolierten Doppelpunkt (Inflexions¬ 
knoten); in der Form sieht sie dem durch Spiegelung in 
OY verdoppelten doppelpunktlosen Zweig der Konchoide 
von Nicomedes ähnlich (Fig. 2). Da sie aber keine 
wirkliche Konchoide ist, 
werden wir sie Pseudokon- 
choide nennen. Sie geht 
durch den Schnittpunkt Q 
von PP' mit dem Kreis und 
nähert sich ausserhalb des 
Kreises der Geraden x ■= 
a sin a asymptotisch, denn 
für diesen Wert von x 
wird y unendlich. 

Konstkuktion der Kurve. Wir bestimmen (Fig. 8) den 
Punkt D, der auf einem willkürlichen Radius Vektor durch 
0 liegt, und zwar zuerst für den „nützlichen’' Teil inner¬ 
halb des Kreises, dann für den „parasitischen”. 


X 
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a. Nützlicher Teil. 



O 


P 


Y 


Figur 3. 


Errichte im Schnittpunkt C des 
gewählten Radius Vektors eine 
Senkrechte CF auf denselben, 
nimm CG = CF cos «, dann 
ist 0 G der gesuchte Radius Vek¬ 
tor OD. 

Denn wir haben in Fig. 3 nach¬ 
einander 0 C = a ' sec <p , also 

CF=^ r*—c^sec*?» 1 , also 
C G = 17 r % — a* sec 2 <p l . cos « = 


^ p 2 — a 2 sec 3 <p, 1 also 0 G = p. 

b. Parasitischer Teil. Ziehe aus C' an (0) (Fig. 4) 
eine Tangente C' F, z. B. mit Hilfe des auf 0 C' als Durch¬ 
messer beschriebenen Kreises, nimm C' G =: C' F cos a, 
beschreibe aus C' mit C'G als Radius den Kreisbogen 
G H, wobei H auf dem Halbkreis C' F 0 liegt, und aus 0 
mit 0 H als Radius den Bogen H D', dann ist D' der ge¬ 
suchte Punkt. 


Wir hatten nämlich 


OD 2 — OC 2 


= P. Wenn wir den 


OE 2 —OC 2 

geometrischen Ort von D ausserhalb des Kreises fortsetzen, 

so wird 0 *E — 0 C 2 


H 



das Quadrat der Tangente aus C' 
als Mittelpunkt hat und durch D' 


negativ, deshalb schrei¬ 
ben wir lieber 
OC' 2 -OD' 2 

o <y * — o e' * ~ cos 

Aber dann ist 0 C' 2 — 
0 E' 2 das Quadrat der 
Tangente, aus 0' am 
Kreis (0) beschrieben, 
und wird OC'* —OD' 2 
am neuen Kreis, der 0 
’ geht. 


Recueil des trav. bot. N6erl. Vol. X. 1913. 
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Wendepunkte. Aus Fig. 2 ist ersichtlich, dass auf dem 
vierten Teil der Kurve, der dort gezeichnet ist, ein reeller 
Wendepunkt liegt. Wir wollen nun wissen, ob dieser 
Punkt auf dem nützlichen oder auf dem parasitischen 
Teil der Kurve liegt. 

Wir können aber vorher sagen, dass dieses von gewissen 
Umständen abhängen wird, und zwar deshalb, weil die 
Kurve, deren Gleichung augenscheinlich in 

x 2 (x* + y 2 ) = p 2 x 2 + q 2 y 2 .3) 

umgesetzt werden kann, von zwei Grössen p und q ab¬ 
hängt, während in dem Problem ihrer drei Vorkommen 
nämlich a, r und X oder «. Hieraus folgt ja, dass dieselbe 
Kurve in einer einfach unendlichen Zahl von Fällen Vor¬ 
kommen muss, denn wir können — innerhalb gewisser 
Grenzen — r willkürlich annehmen und dann a und X 
so bestimmen, dass wir eine Kurve mit gegebenem p 
und q finden. 

d 2 v 

Die Wendepunktsbedingung —~ = 0, führt hier auf 

(X x 

die gewöhnliche Weise zu der quadratischen Gleichung 
in x % , ausgedrückt durch 

x 4 -\-2q*x 2 — Sp 2 q 2 = 0 
d. h. x 2 =— q 2 ± V q 2 (3p 2 -f-g 2 ). 

Diese Lösung ist befriedigend, denn sie gibt für x 2 einen 
einzigen positiven Wert, also in jedem der vier Quadranten 
einen reellen Wendepunkt, Wenn wir zu a t r und a 
zurückgehen, so finden wir 

x 2 = — a* sin 2 a ± V a % sin 2 a [4 a 2 sin 8 « + 8r* cos 2 a] i 

Weil dieser Wert von x 2 grösser sein muss-als o 2 , 
wenn die Wendepunkte auf dem nützlichen Teil liegen 
sollen, ist die Bedingung dazu also 
a 4 (H-sin 2 a) # < a 2 sin 2 a [4 a 2 sin 2 a +-3r 2 cos* a], 
welche reduziert werden kann auf 
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t! > a_ 

a 8 3 sin 8 


3 sin 8 a) 


oder in X: 


r 

a 


> 


V 4 — 3 * 8 I 
3 (1 


(i -*r 

Ersetzt man das Zeichen „grösser als” durch das Gleich¬ 
heitszeichen, so hat man die Bedingung, dass der Schnitt¬ 
punkt Q der Geraden mit dem Kreis der Wendepunkt ist 
Tangente in Q. Für den Radius Vektor nach einem in 
der Nähe von Q gelegenen Punkte ändert sich 
OD 2 — OC 8 OD + OC OD —OC 


OE 2 — OC 2 
C D 


OE + OC ' OE —OC 


in das Verhältnis 


C E' 

gleich werden und der Bruch 
CD 


da OC, OD und 0 E an der Grenze 
OD + OC 


dann die Einheit 


ist; dann ist also 


C E 


OE + OC 
= X 2 . Indem man die unendlich 


kleine Figur von Q aus vergrös- 
sert, wobei C auf QA (Fig. 5) 
und E auf der Tangente an dem 
Kreise und der Radius Vektor 
sich selbst parallel bleibt, gestaltet 
sich die Konstruktion wie folgt 
Bestimme den Schnittpunkt S 
der durch A mit OQ parallelen 
Geraden mit der Tangente in Q 
an dem Kreis; bestimme auf AS den Punkt T so, dass 
A T 

= A 2 und verbinde T mit Q, dann ist letztere Gerade 
die Tangente in Q an der Kurve. 



II. KAPITEL. 


Verallgemeinerung. 


Wir stellen uns jetzt die Frage: Was wird aus der im 
vorigen Kapitel beschriebenen Kurve, wenn die Gerade PP' 
durch eine willkürliche Kurve ersetzt wird? 

Sei in Fig. 60E = r, OD =r p und OC = $' und 
stellen wir die Gleichung der Kurve PP' dar durch 
f ($', <p) = 0, so ist ebenso wie im Vorhergehenden 


also 9 * — 9 ,s = (r* — e'*) cos* «, 

oder ? 2 — r* cos 2 « = 9 '* sin* a 


woraus folgt 


9 1 = 


^ 9 2 — r 2 cos 2 0 
sin a 


X 



Der geometrische Ort des Punktes D wird also durch 


die 


Gleichung f 


iV p* — y* COS* « | 
V sin a 



0 bestimmt. 


Die Konstruktion eines beliebigen Punktes der Kurve 
bleibt genau‘dieselbe wie bei der vorigen Pseudokonchoide. 



III. KAPITEL. 


Kurve bei allmählich sich ändernder Absorption. 


Wir nehmen an, dass die Absorption regelmässig zu¬ 
nimmt, wie es die Gerade QR in Fig. 7 andeutet; d. h. 
in dem Punkt A wird pro qcm eine Masse*Blattstoff, 
welche mit B C proportional ist, Zurückbleiben. 

Zur Lösung des jetzt entstandenen Problems vergleichen 
wir die Inhalte zweier unendlich kleiner Körper mit den 
zwei unendlich kleinen Sektoren u und v als Grundflächen, 


wovon der erste eine Höhe 



in D, also bestimmt durch 
0'Q:B'C' r d. h. durch p: 


D'Q hat, während die Höhe 
des zweiten in 0 mit O'Q 
anfängt und sich nach dem 
angegebenen Gesetz ändert. 

Der erste Körper ist also 
ein Prisma, der zweite ein 
abgestumpftes Prisma. 

Gehört zu der durch <p 
angegebenen Lage der Ra¬ 
dius Vektor OD = p(undist 
der Radius des Kreises = r, 
O'Q = q , O'P = p), dann 
ist 0' B' = g cos <p und 
wird B' C', d. h. die Höhe 
iie Proportion PO': PB' 

(p 4- 9 cos <p) = q: B'C', 


woraus folgt B' C' = «. 

P 

Da die Grundflächen sich verhalten wie r s : g' 2 , gibt 
Gleichstellung der Inhalte also 


3 r* = i [3 + 2 


(P + 8 cos <p) 3, , 


P 


] g i , oder 
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p r 2 = (p 4 1 Q cos <p) e 2 , oder 2 p 3 cos <p + 3p (p 2 — r 2 ) — 0, 
d.h. in rechtwinkligen Koordinaten: 

(a; 2 + 2 / 2 ) + 3^> (x 2 + y 2 — r 2 ) = 0 
welche Gleichung eine Kurve dritten Grades bestimmt, 
welche in der Form nicht viel von dem doppelpunktlosen 
Zweig der Konchoide abweicht 
Wir können daher die Bezeichnung Pseudokoncboide 
auch auf diese Kurven ausdehnen, umsomehr, weil diese 



Kurven in ähnlicher Weise entstehen wie die im I. und 
II. Kapitel behandelten Kurven. 

3 

Die Gerade x = — — p ist die Asymptote; die Kurve 

hat wieder zwei reelle Wendepunkte. 

Dass die Kurve nicht von q, sondern nur von p abhängt 
ist deutlich, denn wenn die Gerade PQR, welche die 
Höhe andeutet, sich um P dreht, ändert die Höhe sich 
überall in demselben Verhältnis. 

In Fig. 8 ist eine solche Pseudokonchoide dargestellt 

9 

worden für den Fall, dass P 0 = — r und somit 

14 

3 

OE = — r ist. 

4 




IV. KAPITEL. 


Kurve bei einer in einer bestimmten Zone allmählich 
zunehmenden Absorption. 

Die im I. und III. Kapitel behandelten Fälle können 
wir in folgender Weise zusammenfassen. Wir bestimmen 
die Form der Kurve für den Fall, dass die Absorption bis 
an eine gewisse Gerade S C konstant ist, dann zunimmt, 
und endlich bei Überschreitung der Geraden S' F wieder 
konstant wird (siehe Fig. 9). 

Die Linie R C C' F F' gibt die Art, in der der Blattstoff 
über die Ebene verbreitet ist, an. 

Es ist deutlich, dass der 
geometrische Ort des Punk¬ 
tes D aus zwei verschie¬ 
denen Teilen bestehen wird, 
nämlich einem Teil, der 
zwischen den Geraden S C 
und S' F liegt, und einer 
zweiten Kurve zwischen 
S'F und dem Kreisumfang. 

1. Die Kurve zwischen 
S C und S' F. 

Bei der Lösung des Pro¬ 
blems müssen wir die Be¬ 
dingung stellen, dass die 
Inhalte der auf den Sektoren u und v beschriebenen 
Körper, wovon die Höhen durch die Form der Linie 
R C C' F F' angegeben werden, einander gleich sind. 

Den Inhalt des Prismas auf dem Sektor u kann man 
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durch r‘aq darstellen, worin « den unendlich kleinen 
Winkel des Sektors u und q die Länge 0' R vorstellt. 

Der Körper auf dem Sektor v ist zusammengestellt aus 
einem abgestumpf¬ 
ten Prisma und 
einer ergänzenden 
Pyramide (siehe R 
Fig- 10 ). 

Der Inhalt des ' 
abgestumpften 
Prismas ist °(°') 

|e s o(0'Q + 2B'C'); Figur 10. 

weil 0'Q=— und B'C' — g ig. c °s,y ±8) (worin und 
P P 

s die Längen P B und P 0' vorstellen, p den zu der Lage <p 
gehörenden Radius Vektor), ist also der genannte Inhalt 

-• p* a — (8 8 + 2 9 COS <p). 
d P 

Der Inhalt der ergänzenden Pyramide ist 

5 - a . 0 A*. Q R, worin OA=(p-s) sec <p 
0 



und Q R = — (p — 8), sodass der Inhalt 
P 

1 0 

— a — (n — 8) 3 sec* <p wird. 

3 p 

Der Inhalt des'ganzen auf dem Sektor v beschriebenen 
Körpers Jist also 
1 0 

- a — / p* (3 s + 2 s cos <p) + (p— 8) s sec* v l 

6 p { > 

Gleichstellung der Inhalte der Körper mit den Sektoren 
u und v als Grundflächen gibt die Gleichung 

r 2 = ip s (3 8 + 2 9 cos <p) + (p — s) 8 sec 2 <p) 

3 r) v t 
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oder 2 p 8 cos <p -4- 3 g 2 s + (p — s ) 8 sec 8 <p — 8 p r 8 = 0 
welche die gesuchte Kurve in Polarkoordinaten vorstellt. 
In rechtwinkligen Koordinaten wird dies 
2 x 3 (x 8 +«/ 8 ) + 3 sx a ( x 8 + 2 / 8 ) + (p—s) 3 (x a +y a )— 3 p r a x*= 0. 
Schreiben wir diese Gleichung in der Form 
» . 2 _ 3pr a x s 

X +y ~ 2\x* + 3 8 a : 8 + (p —s ;) s ' 
dann zeigt sich, dass die Kurve eine der Y-Achse parallele 
Asymptote hat. 

Die Form dieser Kurve ist in Fig. 11 ersichtlich, wo 
der Fall abgebildet ist, dass r = 2,5, p = 2,5 und 8 = 2 cm. 
Sie zeigt uns zwei reelle "Wendepunkte zwischen der 



Y-Achse und der Asymptote. Im Gegensatz zu den vorigen 
Fällen hat die Kurve hier einen reellen Doppelpunkt im 
Nullpunkt, der zugleich Inflexionsknoten ist. Sie berührt 
den Kreis in dessen Schnittpunkten mit der Geraden S C. 

.Stellen wir p — 8- 0 , dann geht die Kurve durch zwei¬ 
fache Abtrennung der Y-Achse in 

2x(x* +y 8 ) -f 3 p(x* + y 3 ) — 8p r 3 = 0 
über, d. h. in die im III. Kapitel untersuchte Kurve. 
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. Dieses Zusammenhanges und der ähnlichen Entstehungs¬ 
weise wegen wollen wir auch für die in diesem Kapitel 
untersuchten Kurven den- Namen Pseudokonchoide bei¬ 
behalten. 

2. Die Kurve zwischen der Geraden S'F und dem 
Kreisumfang. 

Wir haben jetzt als Bedingung die Gleichstellung der 
Inhalte der Körper auf den Sektoren u und w . Der Inhalt 
des ersten Körpers ist wie oben r 8 « g. Der zweite Körper 
ist zusammengesetzt aus eipem abgestumpften Prisma, 
einer Pyramide und einem Prisma (siehe Fig. 12). 

Der erste Teil hat 

als Inhalt 1 OA' ! , 

6 

a (0' Q + 2 E F), worin 
OA'z:^ — 8) sec v>? 

0 'Q= — und 
p 

EF— —. wenn P E = t 
P 

undy der Winkel ist, 
der die Lage 0 A* be- Figur 12. 

stimmt. 

Der zweite Teil, die Pyramide, ist 

~ <». 0 A' 8 . Q R = ~ a \ ^ (p — s) 3 sec 8 t/a, 

3 6 p 

während endlich der Inhalt des Prismas ausgedrückt wird 

durch (p 3 — 0 A' 3 ) <*. EF = a|f ! — (t — s ) 2 sec 3 y} 

wenn p der Radius Vektor des Punktes D' des geometri¬ 
schen Ortes ist. 

Gleichstellung der Inhalte gibt: 



-— (< — 8) 3 (8 + 2 t) sec 2 y -+- 
3 p 


■^-(p — s) 3 sec 2 y +- p 2 — 
3 p p 
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— (t — s) 2 sec* y = r 2 
P 

oder 3 t 9 * *+* {(|> — s) 3 — (t — s) 8 } sec* y — 3 jpr* =. 0 
oder in Descartesschen Koordinaten 
3 tx* (ar* +y*) + {(p — s) 8 — (f —s) 3 }(x* + y 2 ) — 8j)r 2 x 2 =0. 

Es zeigt sich, dass die beiden gefundenen Kurven die¬ 
selben Punkte mit der Geraden S' F gemeinsam haben 
und dort allmählich ineinander übergehen; sie haben 
nämlich in diesen Punkten dieselben Tangenten. 

Die Kurve hat die Form der im I. Kapitel behandelten 
Pseudokonchoide, und dieselbe Konstruktion gilt auch für 
die hier behandelte Kurve. 



